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Наведено огляд та порівняльний аналіз основних постановок задач розрахунку нестаціонарних тривимірних електро-
магнітних полів методом скінчених елементів. Розглянуті постановки базуються на використанні векторного маг-
нітного потенціалу та інших потенціалів електромагнітного поля. Проаналізовано переваги та недоліки різних по-
становок. Запропоновано критерії  вибору постановок для скінченоелементного аналізу нестаціонарних тривимірних 
електромагнітних полів в електротехнічному та електроенергетичному устаткуванні різного призначення. Наведе-
но міркування авторів з коректного вибору постановок для розробки на їх основі ефективного прикладного програмно-
го забезпечення. 
 
Приведен обзор и сравнительный анализ основных постановок задач расчета нестационарных трехмерных электро-
магнитных полей методом конечных элементов. Рассмотренные постановки базируются на использовании вектор-
ного магнитного потенциала и других потенциалов электромагнитного поля. Проанализированы преимущества и 
недостатки различных постановок. Предложены критерии выбора постановок для конечноэлементного анализа не-
стационарных трехмерных электромагнитных полей в электротехническом и электроэнергетическом оборудовании 
различного назначения. Приведены соображения авторов по корректному выбору постановок для разработки на их 
основе эффективного прикладного программного обеспечения. 
 
ВВЕДЕНИЕ 
Современное электротехническое и электроэнер-
гетическое оборудование (вращающиеся электриче-
ские машины различных конструкций и назначения 
[1-3], трансформаторы [4], устройства для индукци-
онного нагрева [5, 6], медицинское диагностическое 
оборудование [7] и др.) представляет собой сложные 
пространственные конструкции с существенно трех-
мерным распределением нестационарного электро-
магнитного поля. В связи с этим, разработка эффек-
тивных методик, численных алгоритмов и программ-
ного обеспечения для компьютерного моделирования 
нестационарных электромагнитных полей в трехмер-
ной постановке является актуальной задачей теорети-
ческой электротехники и технической электродина-
мики. В последние годы для расчета двухмерных [8-
10] и трехмерных [1-7] электромагнитных полей все 
более широкое применение находит метод конечных 
элементов [11-13], являющийся одним из наиболее 
развитых и эффективных методов решения уравнений 
математической физики. Конечноэлементный анализ 
нестационарных трехмерных электромагнитных по-
лей в проводящих средах (при наличии в них вихре-
вых токов) базируется на обоснованном выборе по-
становки решаемой задачи. Постановка задачи расче-
та электромагнитного поля включает в себя [12, 14-
16] величины, однозначно описывающие пространст-
венное и временнόе распределение электромагнитно-
го поля в рассматриваемой расчетной области, а так-
же дифференциальные уравнения электромагнитного 
поля в терминах выбранных величин с соответст-
вующими граничными условиями. Выбранная поста-
новка должна обеспечивать однозначное решение 
соответствующих дифференциальных уравнений ме-
тодом конечных элементов при минимальной размер-
ности системы линейных алгебраических уравнений, 
что является важным условием разработки эффектив-
ного прикладного программного обеспечения. 
Целью настоящей работы является сравнитель-
ный анализ основных постановок задач конечноэле-
ментного анализа нестационарных трехмерных элек-
тромагнитных полей в проводящих средах при нали-
чии вихревых токов и выбор постановок для решения  
прикладных задач. 
 
УРАВНЕНИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 
Математическое описание электромагнитных 
процессов в общем случае представляет собой систе-
му уравнений Максвелла в дифференциальной форме 
без учета токов смещения [12, 14] 
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дополненную материальными уравнениями, опреде-
ляющими электрофизические свойства материалов 
[12, 14]: 
, ; EJHB γ=μ=                              (2) 
где Н – вектор напряженности магнитного поля; B – 
вектор индукции магнитного поля; E – вектор напря-
женности электрического поля; J - вектор плотности 
токов проводимости; μ – магнитная проницаемость; γ 
– удельная электрическая проводимость. В общем 
случае, магнитная проницаемость μ может зависеть от 
напряженности магнитного поля Н [16, 17]. Явления 
магнитного гистерезиса и анизотропии магнитных 
свойств материалов не учитываются. 
На рис. 1 схематически представлен общий слу-
чай расчетной области задачи расчета электромагнит-
ных полей [14]. Расчетная область включает в себя: 
• подобласть Ω1 с отличной от нуля удельной 
электрической проводимостью и вихревыми токами 
(например, металлическое изделие, обрабатываемое в 
установке для индукционного нагрева [5, 6, 8-10], либо 
ротор синхронного турбогенератора в электромагнит-
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ном поле токов обратной последовательности [18, 19]); 
• подобласть без вихревых токов Ω2, которая 
может содержать токи сторонних источников (напри-
мер, токи обратной последовательности в статоре 
турбогенератора [18, 19] либо токи в индукторе уст-
ройства для индукционного нагрева [5, 6, 8-10]).  
 
Рис. 1. Расчетная область задачи расчета  
электромагнитного поля 
 
В [12, 14] приведены граничные условия для 
тангенциальной компоненты вектора H, нормальной 
компоненты вектора B, тангенциальной компоненты 
вектора E и нормальной компоненты вектора J для 
решения системы уравнений Максвелла (1) примени-
тельно к расчетной области (см. рис. 1). Система 
уравнений (1) и соответствующие граничные условия 
обеспечивают однозначность величин, описывающих 
электромагнитное поле (B, E, H, J) [15], однако не 
обеспечивают [15] однозначность потенциалов, при-
веденных ниже.  
 
ПОТЕНЦИАЛЫ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 
Решение большинства прикладных задач расчета 
электромагнитных полей методом конечных элемен-
тов выполняется с использованием представления 
распределений векторов E и H в виде функций потен-
циалов [12, 14-16]. Наибольшее распространение по-
лучили векторный магнитный потенциал A и скаляр-
ный электрический потенциал V, которые определя-
ются следующим образом [12, 14-16]: 
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Используются также векторный электрический 
потенциал T и скалярный магнитный потенциал ψ 
[15, 16]: 
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Дифференциальные уравнения, решения кото-
рых в общем случае описывают пространственное и 
временнόе распределение введенных потенциалов, 
имеют следующий вид [14-16]: 
• для векторного магнитного потенциала A и ска-
лярного электрического потенциала V 
0gradrot1rot =γ+∂
∂γ+μ Vt
AA   в подобласти Ω1;     (5) 
SJA =μ rot
1rot                            в подобласти Ω2,      (6) 
где JS – вектор плотности тока стороннего источника. 
• для векторного электрического потенциала T и 
скалярного магнитного потенциала ψ 
0gradrotrot =∂
ψ∂μ+∂
∂μ+ρ
tt
TT в подобласти Ω1;     (7) 
0graddiv =ψμ                             в подобласти Ω2.     (8) 
Из выражений (3), (4) следует, что потенциалы 
электромагнитного поля в общем случае определены 
неоднозначно [12, 14-16]. Так, потенциалы   
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описывают то же самое электромагнитное поле, что и 
потенциалы A и V. В выражениях (9) χ представляет 
собой произвольную скалярную функцию координат 
[12].  
Таким образом, можно сказать, что имеет место 
произвол в определении величин E и B [12]. Это по-
зволяет [12, 14, 15] определить дивергенцию вектор-
ного магнитного потенциала divA произвольным об-
разом с целью максимально возможного упрощения 
дифференциального уравнения (5) для подобласти Ω1 
с вихревыми токами. Процедура наложения условия 
на дивергенцию векторного магнитного потенциала 
divA называется калибровкой [14, 15, 20, 21]. Наибо-
лее распространенными калибровками, используемы-
ми при решении задач расчета трехмерных электро-
магнитных полей, являются [12,  15]: 
• калибровка Кулона 
;0div =A                                 (10) 
• калибровка Лоренца 
,div1 Aμγ−=V                             (11) 
которая определяет дивергенцию векторного магнит-
ного потенциала divA в терминах скалярного элек-
трического потенциала V. 
Однозначность векторных потенциалов (напри-
мер, векторного магнитного потенциала A) при реше-
нии конкретной задачи обеспечивается [14, 15] соот-
ветствующим выбором калибровки (10) или (11). Да-
лее, однозначность величин, описывающих электро-
магнитное поле (B, E, H, J), гарантирует единствен-
ность скалярных потенциалов (например, скалярного 
электрического потенциала V) с точностью до посто-
янной величины [14, 15]. Граничные условия для век-
торных потенциалов подробно описаны в [14, 15]. 
 
ОСНОВНЫЕ ПОСТАНОВКИ С  
ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ВЕКТОРНОГО  
МАГНИТНОГО ПОТЕНЦИАЛА 
Рассмотрим наиболее распространенные поста-
новки задач, основанные на использовании векторного 
магнитного потенциала A и калибровок (10) или (11). 
Использование калибровки Лоренца (11) позво-
ляет записать дивергенцию векторного магнитного 
потенциала divA в терминах скалярного электриче-
ского потенциала V и, таким образом, полностью ис-
ключить скалярный электрический потенциал V из 
рассмотрения [12, 15, 22]. 
При использовании калибровки Лоренца (11) 
дифференциальное уравнение (5) для подобласти Ω1 
приобретает вид [15] 
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.0div1gradrot1rot =∂
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AAA           (12) 
При решении дифференциального уравнения (12) 
в качестве граничных условий задается нормальная 
или тангенциальная компонента векторного магнитно-
го потенциала A на границах расчетной области [15]. 
Преимуществом рассматриваемой постановки 
является отсутствие скалярного электрического по-
тенциала V в дифференциальном уравнении (12). Ука-
занное уравнение решается относительно трех компо-
нент векторного магнитного потенциала A (Ax, Ay, Az), 
т.е. при трех неизвестных в узле каждого конечного 
элемента, в то время как уравнение (5) для подобла-
сти Ω1 в общем случае решается также относительно 
скалярного электрического потенциала V (четвертое 
неизвестное в узлах конечных элементов). Таким об-
разом,  использование калибровки Лоренца позволяет  
уменьшить размерность системы линейных алгебраи-
ческих уравнений и тем самым снизить вычислитель-
ные затраты при решении прикладных задач.  
В то же время, рассматриваемая постановка обла-
дает недостатком, проявляющимся [14, 15] при приме-
нении метода Галеркина для решения соответствую-
щих дифференциальных уравнений методом конечных 
элементов. Как показано в [14, 15], использование ка-
либровки Лоренца в случае разрывной (различной в 
соседних конечных элементах) удельной электриче-
ской проводимости γ в подобласти Ω1 приводит к не-
симметричной системе разрешающих уравнений мето-
да конечных элементов. Попытки устранения указан-
ной несимметрии приводят [14, 15] к разрывности ска-
лярного электрического потенциала V, что противоре-
чит условиям непрерывности тангенциальных компо-
нент векторов E и A. Следовательно, данный недоста-
ток ограничивает применение калибровки Лоренца 
случаем постоянной величины удельной электрической 
проводимости γ. При этом, скалярный электрический 
потенциал V может быть принят равным нулю [14, 22], 
вследствие чего калибровка Лоренца (11) становится 
эквивалентной калибровке Кулона (10).  
Другие постановки, основанные на калибровке 
Лоренца [23], также обладают указанным недостат-
ком и не могут быть обобщены на случай изменяю-
щейся от элемента к элементу удельной электриче-
ской проводимости.  
Представляется, что наряду с описанными по-
становками, можно применить еще один подход к 
получению дифференциальных уравнений электро-
магнитного поля с использованием калибровки Ло-
ренца [22]. Учитывая, что 
,1div1gradrot1rot AAA ∇μ∇−μ=μ  
уравнение (5) для подобласти Ω1 можно записать в 
следующем виде [22]: 
).div1grad(1 V
t
γ+μ−∇μ∇=∂
∂γ AAA          (13) 
Окончательно, при использовании калибровки 
Лоренца (11) уравнения электромагнитного поля  
приобретают вид [6, 22] 
 AA ∇μ∇=∂
∂γ 1
t
            в подобласти Ω1;     (14) 
01 =+∇μ∇ SJA            в подобласти Ω2.     (15) 
или, в других обозначениях, 
;111 ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂
μ∂
∂+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂
μ∂
∂+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂
μ∂
∂=∂
∂γ
zzyyxxt
AAAA     (16) 
.0111 =+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂
μ∂
∂+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂
μ∂
∂+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
∂
∂
μ∂
∂
Szzyyxx
JAAA    (17) 
Как и уравнение (12), дифференциальные урав-
нения (14), (15) или (16), (17) решаются при трех не-
известных в узлах конечных элементов (Ax, Ay, Az), 
что позволяет сохранить отмеченное выше преиму-
щество калибровки Лоренца (снижение размерности 
системы линейных алгебраических уравнений и вы-
числительных затрат). При этом, вид уравнений (16), 
(17) обеспечивает, в отличие от уравнения (12),  полу-
чение симметричной системы разрешающих уравне-
ний метода конечных элементов. Представляется, что 
тем самым устраняется указанный выше недостаток 
калибровки Лоренца. 
Проанализируем основные постановки задач ко-
нечноэлементного анализа нестационарных трехмер-
ных электромагнитных полей в проводящих средах 
при наличии вихревых токов, основанные на калиб-
ровке Кулона (10). Основным отличием приведенных 
ниже постановок от рассмотренной ранее является 
использование совокупности нескольких (минимум 
двух) потенциалов для описания электромагнитного 
поля в расчетной области. При этом, в подобластях 
Ω1и Ω2 в общем случае используются различные ком-
бинации потенциалов электромагнитного поля.  
1) постановка A, V  − A [14] 
Обозначение A, V  − A показывает [14], что для 
описания электромагнитного поля в подобласти Ω1 
используются векторный магнитный потенциал  A и 
скалярный электрический потенциал V, а в подобла-
сти Ω2  − векторный магнитный потенциал  A.   
В [14] доказана однозначность векторного маг-
нитного потенциала A при использовании данной по-
становки. При этом скалярный электрический потен-
циал V определяется с точностью до постоянной ве-
личины, которая может быть определена путем зада-
ния значения V в одной точке пространства [14].  
При использовании рассматриваемой постановки 
уравнения электромагнитного поля приобретают сле-
дующий вид [14]: 
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A      в подобласти Ω1;  (19) 
SJAA =μ−μ div
1gradrot1rot   в подобласти Ω2.  (20) 
В [14] приведены граничные условия для реше-
ния дифференциальных уравнений (18)−(20).  
Преимуществом постановки A, V  − A является 
[14, 15] формирование симметричной системы разре-
шающих уравнений метода конечных элементов в 
случае разрывной (т.е. изменяющейся от элемента к 
элементу) удельной электрической проводимости ма-
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териала. Это позволяет с высокой точностью модели-
ровать распределения электромагнитных полей в со-
временном электротехническом оборудовании, со-
держащем множество конструктивных элементов, 
выполненных из различных материалов с существен-
но различающейся удельной электрической проводи-
мостью. В качестве примера можно привести [19] 
стальной ротор синхронного турбогенератора с обмо-
точными пазами, заполненными медной обмоткой 
возбуждения, которая удерживается дюралюминие-
выми либо титановыми пазовыми клиньями.      
Недостатком рассматриваемой постановки явля-
ется [15] необходимость решения дифференциальных 
уравнений (18)−(20) при четырех неизвестных в узле 
каждого конечного элемента (три компоненты век-
торного магнитного потенциала A (Ax, Ay, Az) и ска-
лярный электрический потенциал V) в подобласти Ω1  
и при трех неизвестных в узле  (Ax, Ay, Az) в подобла-
сти Ω2. Это увеличивает вычислительные затраты при 
решении прикладных задач расчета электромагнит-
ных полей и затрудняет создание эффективного при-
кладного программного обеспечения.  
2) постановка A, V  − ψ [14] 
Данная постановка позволяет [14, 15] уменьшить 
количество неизвестных в узлах конечных  элементов 
в свободной от вихревых токов подобласти Ω2 до од-
ного (по сравнению с тремя неизвестными в поста-
новке A, V  − A) благодаря использованию скалярного 
магнитного потенциала ψ вместо векторного магнит-
ного потенциала A в Ω2. Таким образом, постановка 
A, V  − ψ является более эффективной (с точки зрения 
вычислительных затрат) по сравнению с рассмотрен-
ной выше постановкой A, V  − A, что особенно прояв-
ляется в случае задач со значительными подобластя-
ми без вихревых токов.   
Однозначность векторного магнитного потенциа-
ла A при использовании данной постановки доказана в 
[14]. Скалярные потенциалы V и ψ определяются с 
точностью до постоянной величины, которая для ска-
лярного электрического потенциала может быть вы-
брана путем задания значения V в одной точке про-
странства [14]. Для скалярного магнитного потенциала 
ψ указанная постоянная величина определяется путем 
использования граничного условия ψ = 0 [14] на внеш-
ней границе расчетной области (см. рис. 1). 
При использовании рассматриваемой постановки 
решаются следующие уравнения электромагнитного 
поля [14] 
0grad
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∂γ+
+μ−μ
V
t
A
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   в подобласти Ω1;  (21) 
0)graddiv( =γ−∂
∂γ− V
t
A        в подобласти Ω1;  (22) 
0graddiv =ψμ                в подобласти Ω2.  (23) 
с соответствующими граничными условиями [14].  
Отметим, что в случае удельной электрической 
проводимости γ, постоянной в пределах всей подоб-
ласти Ω1, скалярный электрический потенциал V мо-
жет быть принят равным нулю и исключен из рас-
смотрения [14, 15],  вследствие чего рассматриваемая 
постановка A, V  − ψ переходит в постановку A   − ψ с 
так называемым модифицированным векторным по-
тенциалом [24, 25].  
Рассматриваемая постановка A, V  − ψ с точки 
зрения вычислительных затрат является более эффек-
тивной по сравнению с постановкой A, V  − A.  Недос-
татком постановки A, V  − ψ является [15] невозмож-
ность ее использования для расчета электромагнитно-
го поля в объектах с многосвязными проводящими 
конструктивными элементами (подобластями). Кроме 
того, постановка A − ψ, используемая в случае посто-
янной удельной электрической проницаемости, не 
может быть применена для решения задач расчета 
статических полей, поскольку в этом случае невоз-
можно обеспечить однозначность потенциалов элек-
тромагнитного поля [14].  
3) постановка A, V  − A − ψ [14, 26] 
Данная постановка позволяет устранить один из 
недостатков рассмотренной выше формулировки A, V  
− ψ (невозможность ее использования применительно к 
объектам с многосвязными проводящими подобластя-
ми) благодаря использованию векторного магнитного 
потенциала A вместо скалярного магнитного потен-
циала ψ в непроводящих отверстиях проводников [14, 
15, 26]. Фактически, рассматриваемая постановка 
представляет собой [14] комбинацию постановок A, V  
− A и A, V  − ψ. К недостаткам постановки  A, V  − A − 
ψ следует отнести увеличение (по сравнению с други-
ми постановками, основанными на калибровке Кулона) 
размерности системы линейных алгебраических урав-
нений [14], а также ряд проблем при численной реали-
зации алгоритма решения задачи [15].  
Кроме приведенных выше, в литературе анали-
зируются также некоторые другие постановки [15, 16, 
27], например, постановки T, ψ − ψ [15, 27] и T, ψ − A 
− ψ [15] и др. Однако, постановки, подробно рассмот-
ренные в настоящей статье, являются наиболее часто 
используемыми при решении прикладных задач рас-
чета электромагнитных полей, в том числе с исполь-
зованием коммерческого программного обеспечения. 
Так, лицензионное программное обеспечение OPERA-
3d [28-30] компании Vector Fields Ltd (Оксфорд, Ве-
ликобритания) использует для расчета нестационар-
ных электромагнитных полей различные модифика-
ции постановки A, V  − ψ. Примеры широкого исполь-
зования других постановок, основанных на калибров-
ках Кулона (10) и Лоренца (11), приведены, в частно-
сти, в работах [1, 14] и [3, 6], соответственно.    
 
КРИТЕРИИ ВЫБОРА ПОСТАНОВОК 
Приведенный выше анализ позволяет сформули-
ровать следующие критерии для корректного выбора 
используемых постановок:    
1) постановки должны обеспечивать однозначное 
решение дифференциальных уравнений электромаг-
нитного поля методом конечных элементов; 
2) используемые постановки должны быть пред-
назначены для адекватного описания распределения 
электромагнитного поля в общем случае разрывной 
удельной электрической проводимости, изменяющей-
ся от элемента к элементу;  
3) реализуемые постановки должны приводить к 
минимальной размерности системы линейных алгеб-
раических уравнений метода конечных элементов. 
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СООТВЕТСТВИЕ ПОСТАНОВОК  
ПРЕДЛОЖЕННЫМ КРИТЕРИЯМ 
Рассмотрим первый критерий для выбора поста-
новок. Однозначность векторного магнитного потен-
циала A при использовании различных постановок, 
основанных на калибровках Лоренца и Кулона, дока-
зана в [14, 15, 22]. Скалярные потенциалы V и ψ при 
использовании калибровки Кулона определяются с 
точностью до постоянной величины, которая для ска-
лярного электрического потенциала V  может быть 
выбрана путем задания значения V в одной точке про-
странства [14]. Для скалярного магнитного потенциа-
ла ψ указанная постоянная величина определяется 
путем использования граничного условия ψ = 0 [14] 
на внешней границе расчетной области (см. рис. 1).  
Таким образом, наиболее часто используемые поста-
новки гарантируют однозначность решения диффе-
ренциальных уравнений электромагнитного поля ме-
тодом конечных элементов. 
Остановимся подробно на втором критерии для 
выбора постановок. Его выполнение необходимо для 
моделирования распределения электромагнитного 
поля в современном электротехническом оборудова-
нии, содержащем множество конструктивных элемен-
тов, выполненных из различных материалов с суще-
ственно различающейся удельной электрической про-
водимостью γ.  
Анализ, выполненный в настоящей работе, пока-
зывает, что основные постановки, построенные на 
калибровке Лоренца (11), не удовлетворяют  рассмат-
риваемому критерию.  
В то же время, предлагаемый в данной работе 
подход к получению дифференциальных уравнений 
электромагнитного поля в виде (14), (15) или (16), 
(17) позволяет при использовании калибровки Лорен-
ца сформировать симметричную систему разрешаю-
щих уравнений метода конечных элементов.   
В литературе отсутствует строгое обоснование 
возможности использования уравнений (14), (15) или 
(16), (17) для адекватного описания распределения 
нестационарного трехмерного электромагнитного 
поля в общем случае разрывной удельной электриче-
ской проводимости, изменяющейся от элемента к 
элементу. Несмотря на это, данный подход достаточ-
но широко используется при решении прикладных 
задач [3, 6, 12]. Это можно объяснить относительной 
простотой разработки и численной реализации алго-
ритма решения задачи методом конечных элементов. 
Каждое из дифференциальных уравнений в частных 
производных (16), (17) представляет собой [6] систе-
му уравнений для трех компонент векторного маг-
нитного потенциала A (Ax, Ay, Az). Например, для 
уравнения (16), описывающего распределение элек-
тромагнитного поля в подобласти Ω1, имеем следую-
щую систему из трех уравнений: 
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В отличие от других постановок, основанных на 
калибровках Лоренца и Кулона, методика решения 
уравнений (24)-(26) методом конечных элементов не 
требует применения метода Галеркина, поскольку 
известен соответствующий функционал для каждого 
из уравнений. Отметим, что указанный функционал 
по своему виду аналогичен функционалу, соответст-
вующему трехмерному нестационарному уравнению 
теплопроводности [8-11]. Таким образом,  при реали-
зации данного подхода уравнения (14), (15) или (16), 
(17) решаются относительно трех компонент вектор-
ного магнитного потенциала A (Ax, Ay, Az), т.е. при 
трех неизвестных в узле каждого конечного элемента, 
с симметричной системой разрешающих уравнений 
метода конечных элементов.  
Авторы настоящей работы считают возможным 
применение описанного подхода для разработки при-
кладного программного обеспечения. Отсутствие в 
уравнениях (14), (15) членов, содержащих пространст-
венные производные удельной электрической прово-
димости γ, может быть "компенсировано" при числен-
ном решении задачи с помощью достаточно мелкой 
разбивки расчетной области на конечные элементы. 
Анализ постановок, основанных на калибровке 
Кулона (10), показывает, что описанные выше основ-
ные формулировки полностью удовлетворяют рас-
сматриваемому критерию. 
Выбор постановки в соответствии с третьим кри-
терием позволит разработать эффективное приклад-
ное программное обеспечение для компьютерного 
моделирования нестационарных трехмерных элек-
тромагнитных полей в сложных пространственных 
конструкциях современного электротехнического и 
электроэнергетического оборудования различного 
назначения. Рассмотрим основные постановки реше-
ния задач.  
• использование калибровки Лоренца (11) позво-
ляет полностью исключить из рассмотрения скаляр-
ный электрический потенциал V  и скалярный маг-
нитный потенциал ψ. Таким образом, уравнения элек-
тромагнитного поля  в подобластях Ω1 и Ω2 решаются 
относительно трех компонент векторного магнитного 
потенциала A (Ax, Ay, Az), т.е. при трех неизвестных в 
узле каждого конечного элемента; 
• постановка A, V  − A (калибровка Кулона): ре-
шение дифференциальных уравнений электромагнит-
ного поля выполняется при четырех неизвестных в 
узле каждого конечного элемента (три компоненты 
векторного магнитного потенциала A (Ax, Ay, Az) и 
скалярный электрический потенциал V) в подобласти 
Ω1  и при трех неизвестных в узле (Ax, Ay, Az) в подоб-
ласти Ω2; 
• постановка A, V  − ψ (калибровка Кулона): 
уравнения решаются при четырех неизвестных в узле 
каждого конечного элемента (три компоненты век-
торного магнитного потенциала A (Ax, Ay, Az) и ска-
лярный электрический потенциал V) в подобласти Ω1  
и при одном неизвестном в узле (скалярный магнит-
ный потенциал ψ) в подобласти Ω2; 
• постановка A, V  − A − ψ (калибровка Кулона) 
представляет собой комбинацию формулировок A, V  
− A и A, V  − ψ с соответствующим увеличением раз-
мерности системы линейных алгебраических уравне-
ний метода конечных элементов. 
Следовательно, рассматриваемому критерию  в 
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наибольшей степени удовлетворяют следующие по-
становки: 
• постановка A, V  − ψ, основанная на калибровке 
Кулона. 
• постановка, основанная на калибровке Лоренца. 
При этом, данное преимущество постановки A, V  
− ψ проявляется [14, 15] в случае задач со значитель-
ными подобластями без вихревых токов.   
 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе выполнен обзор основных постановок 
задач расчета нестационарных трехмерных электро-
магнитных полей методом конечных элементов. Про-
анализированы их преимущества и недостатки. Для 
разработки прикладного программного обеспечения 
выбраны две постановки, одна из которых основана 
на использовании калибровки Кулона, а другая - ка-
либровки Лоренца. Выбранные постановки обеспечи-
вают однозначное решение дифференциальных урав-
нений электромагнитного поля методом конечных 
элементов и приводят к минимальной размерности 
системы линейных алгебраических уравнений, что 
позволяет разработать эффективное программное 
обеспечение для решения прикладных задач. 
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